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以下の図のように質量 mの質点を 2つ用意し、それらを 3つのばねでつなぎます。右端と左端
のばねのばね定数を k、真ん中のばねのばね定数を k′とし、質点は図の水平方向に一次元的にしか
動かないものとします。また、最初ばねはすべて自然長の状態になっており、その状態からの変位
を図のように x1、x2 と定義します。

図 1

このときの運動方程式から考えていきましょう1）。mẍ1 = −kx1 + k′(x2 − x1)

mẍ2 = −kx2 − k′(x2 − x1)
(1)

今回は、この運動方程式を初期条件x1(0) = 0, x2(0) = 0

ẋ1(0) = v0, ẋ2(0) = 0
(2)

の下で解いていきます。運動方程式は x1と x2が混ざっていて、このままでは解けないのでまずは
整理して解ける形に持っていく必要があります。まずは 2つの運動方程式の和をとると

m (ẍ1 + ẍ2) = −k(x1 + x2) (3)

∗ この他にも大学物理の PDFはこちらにまとめています。https://otonaphys.com/undergraduate-phys-pdfpage/
1） 運動方程式を立てるときには、与えられている x1 と x2 を正の値として考えるのが一般的です。真ん中のばねは縮
んでいると考えてもいいですし、伸びていると考えても問題ありません。いずれの場合でも運動方程式を立てれば適当
に符号が処理してくれます。イマイチこのあたりがピンとこない場合は、真ん中のばねが縮んでいると仮定した場合
と、伸びていると仮定した場合の運動方程式をそれぞれ立ててみてください。同じ結果が得られます。
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となるので、x1 + x2 を一つの変数と見ると、単振動の方程式の形になっています。なので、この
微分方程式の答えの形は

x1 + x2 = A cos
√

k

m
t + B sin

√
k

m
t (4)

となります。ここで Aと B は積分定数で、初期条件から決めることができます。

x1(0) + x2(0) = A = 0 + 0 (5)

より A = 0、さらに

ẋ1(0) + ẋ2(0) = B

√
k

m
= v0

⇐⇒ B =
√

m

k
v0 (6)

と分かり、

x1 + x2 =
√

m

k
v0 sin

√
k

m
t (7)

となります。次に運動方程式の差を取っていきます。

m(ẍ2 − ẍ1) = −k(x2 − x1) − 2k′(x2 − x1)

= −(k + k′)(x2 − x1) (8)

こちらも x2 − x1 を新しい 1つの変数とみると、単振動の運動方程式と同じ形になっています。
よって、こちらも解の形は以下のように分かります。

x2 − x1 = A′ cos
√

k + 2k′

m
t + B′ sin

√
k + 2k′

m
t (9)

この A′ と B′ は積分定数で、これも初期条件から決まります。

x2(0) − x1(0) = A′ = 0 (10)

より、A′ = 0と決まり、

ẋ2(0) − ẋ1(0) = B′
√

k + 2k′

m
= −v0

⇐⇒ B′ = −
√

m

k + 2k′ v0 (11)

と決まります。よって、

x2 − x1 = −
√

m

k + 2k′ v0 sin
√

k + 2k′

m
t (12)

となります。
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x1 と x2 の和と差が分かったので、あとは連立方程式からそれぞれを求めることができますね。
x1 = v0

2

(√
m

k
sin
√

k

m
t +

√
m

k + 2k′ sin
√

k + 2k′

m
t

)

x2 = v0

2

(√
m

k
sin
√

k

m
t −

√
m

k + 2k′ sin
√

k + 2k′

m
t

) (13)
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